¢ Corrigés des exercices du chapitre 15

Exercice 1. Dans une classe, les éleves peuvent étudier, parmi d’autres langues, l'anglais et
I’espagnol. On choisit un éléve au hasard et on considere les évenements suivants :

A : « I'éleve étudie I'anglais »

E : « I’éleve étudie I'espagnol »

Pour chacun des évenements suivants, le décrire par une phrase en francais :

ANE AUFE FE ANE AUFE AUE.

Solution. On peut décrire les évenements de la facon suivante :

ANE : «'éleve étudie I'anglais et ’espagnol ».

AU E : «I'éleve étudie au moins un des deux langues ».

E : « I'éleve n’étudie pas I'espagnol ».

ANE : «'éleve étudie I'espagnol mais pas 1'anglais »

AUFE «1'éleve étudie 'anglais ou n’étudie pas 'espagnol », ce qu’on peut aussi traduire
par « si I'¢éleve n’étudie pas I'anglais alors il n’étudie pas I'espagnol » ou par sa contraposée « si
I’éleve étudie I'espagnol alors il étudie 'anglais ».

AU E : « I'éleve n’étudie aucune des deux langues »

Exercice 2. Une agence de voyage a effectué un sondage aupres de ses clients pendant la saison
estivale. Les résultats de ce sondage sont donnés dans le tableau ci-dessous.

N\
p— XN
e client a ¢}
voyageé a N’ e,c lent a Total
)l o s voyagé en France
'étranger”
N\
Le client est satisfait O 305
"3’ o
Le client n’est pas satisfait & 155 220
Total 370 1000

1. Compléter le tableau ci-dessus directement sur 1’énoncé.
2. On choisit au hasard un client de cette agence.
a. Quel est univers de 'expérience ?
Par quelle probabilité va-t-on modéliser ’expérience ?
b. Quelle est la probabilité de ’évenement A : « le client est satisfait » ?
c. Quelle est la probabilité de I’évenement B : « le client a voyagé en France » 7

d. Quelle est la probabilité de I’évenement C' : « le client est satisfait et il a voyagé en
France » ?

e. Définir par une phrase I’évenement A U B puis calculer sa probabilité.

3. On choisit au hasard un client ayant voyagé a I’étranger.
Quelle est la probabilité qu’il ne soit pas satisfait ?



Solution.

1.

Le client a .
R Le client a
voyage a voyagé en France Total
I’étranger yag
Le client est satisfait 475 305 780
Le client n’est pas satisfait 155 65 220
Total 630 370 1000

. a. L’univers est ’ensemble des 1000 clients de ’agence.

On modélise I'expérience par ’équiprobabilité P sur I’ensemble des 1000 clients de
I’agence.

780 39
b. 1 780 clients satisfaits donc P(A) = —— = —.
y a clients satisfaits donc P(A) 1000 — £0
c. 11y a 370 clients qui ont voyagé en France donc P(B) = ST ST
Y A ot voyas T 1000~ 100°
305
d. Il y a 305 clients qui sont satisfaits et qui ont voyagé en France donc P(C') = 1000 —

61
200
e. AUB = AN B : «le client n’est pas satlsf@xt et il a voyagé a 'étranger » donc
155 31
P(AUB) = . »\Z)
1000 200
On modélise I'expérience par l’équiprob@%hte sur ’ensemble des clients ayant voyagé a

I’étranger. \:’,}

Parmi les clients ayant voyagé a I’ eﬁf&nger il y en a 155 qui ne sont pas satisfait donc la

obabilité que le client ne so as satisfait est —— 195 31
T ili u ient n i isfai = )
P d I 630 126

Exercice 3. On lance un dé truqué dont les faces sont numérotées de 1 a 6. La loi de probabilité
est donnée par le tableau suivant :

face 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1

babilité - - - - -
PIODADLILE 12 “ A 12 3 12

1. Déterminer la valeur de a.

2. Ecrire chacun des évenements suivants sous forme d’un ensemble puis déterminer sa

probabilité.
a. A:
b. B:
c. C=AUB.

« Obtenir un chiffre pair »

« Obtenir un chiffre inférieur ou égal a 5 »

Solution.

1. Comme la somme des probabilités des événements élémentaires est égale a 1, on a

1 1 1 1
P(l)—|—P(2)+P(3)—|—P(4)—|—1P(5)1+P(16) —11 c’est-a~dire ptetyt 12+3+ﬁ =1.

1 _ 1
+-+5+5+ )501ta:6.

P 1
On en déduit que a (12 Tttt



1 1 1
2. a. A =1{2,4,6} donc P(A) =P(2)+ P(4) + P(6) = s Tt soit P(A) =

_ 1
b. B=1{1,2,3,4,5} donc B = {6} et ainsi P(B)=1—-P(6) =1 — ID soit P(B
c. C=1{1,2,3,4,5,6} = Q donc P(C) =

11

B
3
)=

Exercice 4. On dispose de deux dés cubiques parfaitement équilibrés dont les faces sont
numérotées de 1 a 6. On considere 'expérience aléatoire qui consiste a lancer simultanément
ces deux dés et a soustraire le plus petit des deux nombres au plus grand. Par exemple, si on
obtient 3 et 5, I'issue est 5 — 3 = 2. Si on obtient le méme nombre sur les deux dés, I'issue est 0.

1. Compléter directement sur I’énoncé le tableau ci-dessous et en déduire 'univers de cette
expérience.

2. Les issues de 'expérience sont-elles equlproba@e\;
3. Déterminer les probabilités des evenement"\S\suwants
A : « Obtenir 5 » \:;Z
B : « Obtenir un nombre pair » ,{}\J
C : « Obtenir un nombre 1nferlgurvou égal a 2 »

4. Un jeu consiste a deviner quel va étre le résultat de cette expérience. Sur quelle valeur
doit-on parier pour avoir la plus grande probabilité de gagner ?

Solution.
1.
dé 2
a6 1 1 2 3 4 5 6
1 0 1 2 3 4 5
2 1 0 1 2 3 4
3 2 1 0 1 2 3
4 3 2 1 0 1 2
5 4 3 2 1 0 1
6 5 4 3 2 1 0

m
2. Les lancers sont équiprobables donc la probabilité d'une issue est — ou m est le nombre

de lancers qui réalisent cette issue. Comme toutes les issues ne correspondent pas au
méme nombre de lancers (par exemple, il y a 2 lancers qui donnent 5 mais 6 lancers qui
donnent 6), on en déduit que les issues ne sont pas équiprobables.
2 1
3. PA)=—=—



18 1
24 2

4. Le nombre qui apparait le plus souvent est 1 avec 10 lancers donc c’est celui qui a la
plus grande probabilité d’étre obtenu. On a donc intérét a parier sur le nombre 1 pour
maximiser la probabilité de gagner.

Exercice 5. On dispose un pion sur un axe gradué. Initialement, le pion se trouve a ’abscisse 0.

A

-6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

On lance plusieurs fois de suite une picce équilibrée. A chaque fois qu’on obtient pile, on
déplace le pion d'une unité vers la droite et a chaque fois qu’on obtient face, on déplace le pion
d’une unité vers la gauche.

Par exemple, si on lance la piece 3 fois et qu’on obtient face, pile et face alors le pion se
trouve successivement a ’abscisse —1 puis 0 puis —1.

1. Dans cette question, on suppose qu’on lance la piece 3 fois.

a. Représenter les différentes séries de lancers possibles a ’aide d’un arbre.

b. Déterminer la probabilité que le pion soit a liﬁbscisse 1 a l'issue des 3 lancers.

c. Déterminer la probabilité que le pion sofga 1 abscisse 2 a l'issue des 3 lancers.
2. Dans cette question, on suppose qu’on, l@\@e la piece 2024 fois.

a. Déterminer la probabilité que le R_‘r}n soit a I'abscisse 1 a l'issue des 2024 lancers.

b. Déterminer la probabilité quexlé'plon soit a l'abscisse 2024 a l'issue des 2024 lancers.
3. Dans cette question, on Suppoée' qu’on lance la piece n fois ou n € N*,

a. Combien y a-t-il de séries différentes de n lancers?

b. Déterminer la probabilité que le pion soit a I’absbisse 0 a l'issue des n lancers.

Solution.

1. a. On peut représenter la situation par un arbre en codant p pour pile et f pour face.

p— 3

y——

/ \f—>1
\ /p—>1

f— -1

p—1

/ \fﬂ—l
\ /p—>—1

f— =3



2.

On modélise I'expérience par I’équiprobabilité sur 'ensemble des séries de lancers
possibles (qui correspondent aux 8 chemins possibles sur 'arbre).

b. Comme il y a 3 chemins qui ménent a ’abscisse 1, la probabilité que le pion soit a
3
I’abscisse 1 a l'issue des 3 lancers est 3

c. Il n’y a aucun chemin qui mene a 'abscisse 2 donc la probabilité que le pion soit a
I’abscisse 2 a l'issue des 3 lancers est 0.

Dans cette question, on modélise I'expérience par 1’équiprobabilité sur ’ensemble des

22024 géries de lancers possibles.

a. Notons n, le nombre de pile obtenu au cours de 2024 lancers. On a alors obtenu
2024 —n,, face et la position finale du pion est n, — (2024 — n,) = 2n — 2024. Comme
2n et 2024 sont pairs, I’abscisse finale est également paire. Ainsi, la probabilité que le
pion soit a l’abscisse 1 a lissue des 2024 lancers est 0.

b. Il n’y a qu'une seule facon que ’abscisse finale soit 2024, c¢’est d’obtenir pile a chaque
lancer. Ainsi, la probabilité que le pion soit a ’abscisse 2024 a l'issue des 2024 lancers
est ssosr-

22024

. a. On effectue n lancers successifs avec 2 possibilités a chaque lancers donc, par le

principe multiplicatif, le nombre de séries différentes de n lancers est 2.

b. Le pion est a ’abscisse 0 a I'issue des n lancers si et seulement si on a obtenu autant
de pile que de face. Ceci n’est possible que si n est pair. Dans ce cas, pour déterminer
une série de lancers qui conduit a I'abscisse 0, il suffit de choisir la place des § lancers

O
n 2*
qui ont donné pile : il y a <n> possibilités.@i}si, par équiprobabilité sur les 2™ séries

2 3
de lancers possibles, la probabilité que @\é'ton soit a ’abscisse 0 apres n lancers est 0

si n est impair et i sin estp i&e/

Exercice 6. Un loto est organisé. O }:e} au hasard, successivement et sans remise des jetons
dans une urne qui contient 100 jetons numérotés de 0 & 99.

Pour jouer, on utilise une grille composée de 3 lignes. Sur chaque ligne, il y a 5 numéros et
tous les numéros de la grille sont différents.

1.
2.

Quelle est la probabilité que le premier numéro tiré figure sur la grille ?

On suppose que le premier numéro tiré n’est pas sur la grille. Quelle est la probabilité
que le second numéro tiré figure sur la grille ?

. On suppose que le premier numéro tiré est sur la grille. Quelle est la probabilité que le

second numéro tiré figure également sur la grille ?

Solution.

1.

On modélise 'expérience par I’équiprobabilité sur I’ensemble des 100 nombres de 0 a 99.

15 3
La probabilité que le premier tiré figure sur la grille 100 = 20°
On modélise I'expérience par 1’équiprobabilité sur I’ensemble des 99 nombres qui n’ont
pas encore été tirés. Comme le premier nombre tiré ne figure pas sur la grille, les 15

numéros de la grille font partie de ces 99 nombres donc la probabilité que le second tiré

15 >
fi la grille est — = —.
gure sur la grille es 99 — 33

. On modélise 'expérience par I'équiprobabilité sur ’ensemble des 99 nombres qui n’ont

pas encore été tirés. Comme le premier nombre tiré figure sur la grille, il reste 14 numéros
de la grille qui font partie de ces 99 nombres donc la probabilité que le second tiré figure

sur la grille est —.
99



Exercice 7. Une urne contient 20 boules blanches, 10 boules noires et un certain nombre n de
boules rouges. On tire au hasard une boule dans 'urne et on considere les évenements :

B : « la boule tirée est blanche »

N : « la boule tirée est noire »

R : «la boule tirée est rouge »

1. Dans cette question, on suppose que I'urne contient en tout 50 boules.

a.
b.

Déterminer la valeur de n.

Déterminer les probabilités des évenements B, N et R.

2. Dans cette question, on suppose que le nombre total de boules dans I'urne est inconnu
(et donc n est également inconnu).

a.

b
c.
d

Exprimer, en fonction de n, la probabilité de I’événement R.

. Déterminer n de telle facon que P(R) = 0,75.

Déterminer le plus petit entier n tel que P(R) > 0,99.

. Déterminer la plus grande valeur de n telle la probabilité que la boule tirée ne soit

pas rouge soit au moins égale a 1

Solution.

1. a.
b.

On a 20+ 10 +n = 50 donc n = 50 — 30 c’est-a-dire n = 20.

On modélise les tirages au hasard par I’équiprobabilité P sur I’ensemble des 50 boules.
2

Comme il y a 20 boules blanches, P(B) = & = —, comme il y a 10 boules noires,
10 1 C 20 2
P(N) = 0= F et comme il y a 20 boules\r)ouges P(R) = 505

. Le nombre total de boules est 30 + Q\On modélise les tirages au hasard par I'équi-

probabilité P sur I’ensemble de:;v + 30 boules. Comme il y a n boules rouges,

P(R) = _ O
<) 30+n 7¢“'
On a ©
P(R)—075<:>L—§<:>4 = 3(30 +n)
- 0+n 4 "= "

<= 4n =90+ 3n<—=n =90

Ainsi, P(R) = 0,75 si et seulement si n = 90.
Comme n + 30 > 0,

P(R) > > 0,99 <= n > 0,99(n + 30)

n
n—+30 "
< n = 0,99n + 29,7 < 0,01n > 29,7

29,7
et, comme 0,01 > 0, 0,01n > 29,7 équivaut a n > 0 0’1 c’est-a-dire n > 2970.

Ainsi, le plus petit entier n tel que P(R) > 0,99 est 2970.
— 30
On a P(R) =1- P(R) = m AinSi,

3 30 3

PR >-«— ——>-«<=30x4>3 30) <= 120 > 3n + 90
(F) =5 n+30° 4 x (n +30) n

<= 302> 3n <= n <10

donc la plus grande valeur de n telle la probabilité que la boule tirée ne soit pas rouge

3
soit au moins égale a 1 est 10.



Exercice 8. Dans une population, les individus peuvent posséder (ou non) un caractere génétique
a ou un caractere génétique b (ou les deux caracteres). La probabilité, pour un individu choisi
au hasard, de posséder le caractere a est 0,8, la probabilité de posséder le caractere b est 0,6 et
la probabilité de posséder les deux caracteres est 0,45.

On choisit un individu au hasard dans la population et on considere les évenements :

A : « 'individu possede la caractere a » B : « I'individu possede le caractere b »

1. Donner les probabilités des évenements A, B et A N B et en déduire la probabilité A U B.

2. On considere I'éveénement C : « I'individu ne possede aucun des deux caracteres ».
Exprimer C a I'aide de A et B et en déduire la probabilité de C.

Solution.

1. D’apres I’énoncé, P(A) = 0,8, P(B) = 0,6 et, comme A N B est "événement : « I'individu
possede les deux caracteres », P(A N B) = 0,45. Par théoréme,

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) =0,8+0,6— 0,45

soit P(AUB) = 0,95.
2. L’événement C est I’évenement contraire de I’évenement « I'individu possede au moins I'un
des deux caracteres » c’est-a-dire C = A U B. On en déduit que P(C) =1 -P(AUB) =
1 — 0,95 soit P(C) = 0,05.
AL\
O
Exercice 9. Un octet est une suite de 8 chiffres 0 d\:l" 1. Par exemple, 01000110 est un octet.
On choisit un octet au hasard. Quelle est la pro ‘bihte qu’il contienne au moins un 0 et un 17

Solution. Un octet s’obtient en choisiss Sﬁ“un chiffre 0 ou 1 pour chacune des 8 places. Il y
a donc 2% = 256 octets différents. »&,
On modélise I'expérience par I’ eqt@robablhte sur I'ensemble des 256 octets.

Notons A’ evenement «'octet contient au moins un 0 et un 1 ». Alors, A = {00000000; 11111111},

2 1
Ainsi, P(A) = 56 @ donc P(A)=1-P(A)=1-— o8 © ‘est-a-dire P(A) = 8"

Exercice 10. Une urne contient 12 boules numérotées de 1 a 12. Les boules 1 a 4 sont vertes et
les autres sont jaunes. On tire simultanément 3 boules de 1'urne.

1. Quel est le cardinal de 'univers ?
2. Quelle est la probabilité que toutes les boules tirées soient jaunes ?
3. Quelle est la probabilité qu’au moins une des boules tirées soit jaune ?

4. Quelle est la probabilité de tirer 1 boule verte et 2 boules jaunes ?

Solution.
1. L’univers est constitué des parties a 3 éléments choisis parmi les 12 boules de I'urne donc

le cardinal de I'univers est (12> = M =2x 11 x 10 = 220.

3 3!
8 8 X 7x6
2. Il yal12—4 =8 boules jaunes donc il y a =5 = 8 X 7 = 56 tirages qui ne
donnent 3 boules jaunes donc, par équiprobabilité des tirages, la probabilité que toutes

56 14

les boules ti t t — = —.
es boules tirées soient jaunes es 500 — 55



3. Notons A I’événement « au moins une des boules tirées est jaune ». Alors, A est I'événement
« toutes les boules tirées sont vertes ». Par le méme raisonnement que dans la question

) _
_ 4 54
océ P(A ( — = — P
précédente, P(A) = 590 — 390 donc (A) = P(A) =
o e 1 2 8x 7 . .
4. Par le principe multiplicatif, il y a 4 X g] = 4 x = 112 tirages qui donnent 1
boule verte et 2 boules jaunes dont la probabilité de tirée 1 boule verte et 2 boules jaunes
112 28
t =,
220~ 55

Exercice 11. Soit A et B deux évenements d’une expérience aléatoire. Les probabilités des
évenements B et AN B sont données par les égalités :

P(B)=" et P(ANB)=-

1. Calculer Pg(A).

2
2. La probabilité de B sachant A est 3 En déduire la probabilité de A.
3. Déterminer P(AU B).

Solution.

_P(ANnB) % 8

1. PB(A)—W —gSOlt PB(A) —B :\,\

2. Etant donné que P(ANB) = P(A) x P S?m)—w—? it P(A) = °
. ant donne que = A‘?& a = P.(B) —§SOI =5
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(A N —+§—2 'tP(AuB)—B

- 1o AN VIS ~ 20

~4

Exercice 12. On considére deux e\@nements A et B liés a une méme expérience aléatoire
modélisée par une probabilité P. On donne

Déterminer les probabilités suivantes.

) P(A)  D)P(AUB) o PaB) d)Pu(d) o PuB) 1) Px(B).

Solution. ) 5
a) P(A)=1-P(4)=1— 3 soit P(A) = 3
b) PLAUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) :;Jri— 136 soit P(AU B) = iZ.
_P(ANB) _ 3 . 9
C) PA(B) = W = g soilt PA(B) = T6
_P(ANB) . 3
d) PB(A) = W = g soit PB(A) 1
e) Pa(B) = 1 —Pa(B)=1— 196 soit P4(B) = 176
f) PZ(E) = P(lf(jl)B) Or, comme ANB est I'événement contraire de AUB donc P(ANB) =
@
~PAUB) =1~ 0 = o Ainsi, P4(B) = & soit Py(B) = __
18 2 32



Exercice 13. Un sac S; contient 9 boules dont 5 sont rouges et un sac S, contient 5 boules
dont 3 sont rouges. On choisit un sac au hasard et on tire une boule au hasard dans ce sac.
On note A : « Choisir le sac S7 » et B : « Tirer une boule rouge ».

1. Représenter I'expérience par un arbre pondéré.
2. Quelle est la probabilité que la boule tirée soit rouge et provienne du sac Sy 7
3. Quelle la probabilité que la boule tirée soit rouge ?

4. Sachant que la boule tirée est rouge, quelle est la probabilité qu’elle provienne du sac Sy 7

Solution.

1. On peut représenter I'expérience par l'arbre suivant.

5
9 B
A/
1 X*
2 2 B
3
1 5 B
2 Z/
T3

o
2. La probabilité que la boule tirée soit rouge Qﬁ\}arowenne du sac Sy est P(AN B) =

1 5 50
P(A) x P4(B) == x = soit P(AN B
(4) < Pao(B) = 5 5 st P(AN B) g
3. Les événements A et A forment un systyé&}le complet d’évenements donc, d’apres la formule
des probabilités totales, la probab,llgﬁe de tirer une boule rouge est

o _ 1 5 1 3
P(B) = P(A)BA(B) + PAP4(B) = 5 x o + 5 x -
26
it P(B .
soit P(B) = i
4. La probabilité de tirer une boule qui provient de S; sachant que cette boule est rouge est
P(ANB) 25
Pp(A) = —=——> = 18 soit Pp(A) = —.
5(A) P(B) % soit Pp(A) =

Exercice 14. Une urne contient 7 boules blanches et 3 boules noires. On tire successivement et
sans remise deux boules de cette urne.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche au premier tirage ?

2. a. Sion a obtenu une boule blanche au premier tirage, quelle est probabilité d’obtenir
une boule blanche au deuxieme ?

b. Si on a obtenu une boule noire au premier tirage, quelle est probabilité d’obtenir une
boule blanche au deuxieme ?

c. En déduire la probabilité d’obtenir une boule blanche au deuxieme tirage.
3. Si la deuxieme boule tirée est blanche, quelle est la probabilité que la premiere 'ait été?

4. Si on tire 5 boules (toujours sans remise), quelle est la probabilité que toutes les boules
soient blanches ?



Solution.

1.

. D’apres le théoreme de Bayes, P(B; | Bs) =

Par équiprobabilité des tirages, la probabilité de tirer une boule blanche au premier tirage

t —.
€S 10

. a. De méme, la probabilité de tirer une boule blanche au deuxieéme tirage sachant qu’on

6 2
a tiré une boule blanche au premier est 9= 3

b. De la méme facon, la probabilité de tirer une boule blanche au deuxieme tirage sachant

u’on a tiré un ule noire au premier —.
‘on a tiré une boule noire a e eest9

c. Si on note B; : « Tirer une boule blanche au premier tirage » et By : « Tirer une
boule blanche au second tirage » alors (Bjy, By) est un systéme complet d’évenements
donc, par la formule des probabilités totales,

P(B;) = P(B1)Pp,(B;) + P(B1)Pg(Ba).

On déduit alors des questions précédentes que

7 2 3 7 2
P(By) = x4 2 =
(B2) = 15% 3% 10 %9~ 30

soit P(By) = —.
10
P( DP(B: | By) _ 15x5 2

P(B;) I

10
Notons, pour tout k € [1,5], Br : « On, "‘e une boule blanche au k-ieme tirage ».

Par la formule des probabilités Comp{d@ees la probabilité que toutes les boules tirées

soient blanches est ,{:}

L %9 |
P4

5
I%QBJzm&m@ﬂ&%Bﬂam&mwu&m&m&wwﬂam&m&mm)
7

10

5 4 3 1
X =X =X ==—
8 7 6 12

NelNep)

Exercice 15. On dispose de deux urnes U; et U,. On sait que 'urne U; contient exactement 5
boules dont 2 blanches et 3 rouges et 1'urne U; contient exactement 7 boules dont 3 blanches et
4 rouges. On choisit une urne au hasard puis on tire une boule au hasard dans cette urne.
On note A I'évenement « Choisir 'urne U; » et B I’événement « Tirer un boule blanche ».

1.
2.

Représenter 'expérience par un arbre pondéré.

Calculer la probabilité que la boule tirée soit une boule blanche et qu’elle provienne de
I'urne Uj.

. Calculer la probabilité de tirer une boule blanche.

. On a tiré une boule blanche. Quelle est la probabilité qu’elle provienne de Uy 7



Solution.

1. On peut représenter I'expérience par l'arbre suivant.

2
5 B
A/
1 \7
2 : B
3
1 7 B
2 Z/
T3
7

2. La probabilité que la boule tirée soit une boule blanche de 'urne U; est P(AN B) =
1 2

3. Les événements A et A forment un systéme complet d’événements donc, d’aprés la formule
des probabilités totales, la probabilité de tirer une boule blanche est

P(B) = P(A)P(B | A) + P(A)P(B | A) =

DN | —
| w

<2y
5

NJ\»—!

29 O
O
70° o
4. La probabilité de tirer une boule qui provue{lf"de U 1 sachant que cette boule est blanche

soit P(B) =

P(AnB) 1
est P(A| B) = (P(B = 29 soit @gﬂ B)
o
Exercice 16. Soit A et B deux eve@ments d’une expérience aléatoire. Les probabilités des
5 3 2
évenements A, B et AN B sont données par les égalités : P(A) = 3 P(B) = 1 et P(ANB) = —.

1. L’une des données ci-dessus est aberrante. Laquelle et pourquoi ?
2. Modifier cette donnée de telle fagon que les éveénements A et B soient indépendants.
3. Que vaut alors P4(B)?

Solution.

1. La donnée aberrante est P(A) car la probabilité d’'un évenement est toujours comprise
entre 0 et 1.

2. Les évenements A et B sont indépendants si et seulement si

P(ANB 2 8
P(ANB)=P(A)P(B) < P(A) = PN B) <= PA) =32 <—=P4)=—
P(B) 3 15

Ainsi, A et B sont indépendants si et seulement si P(A) = 1‘;

3. Comme A et B sont indépendants, on a P4(B) = P(B) i.e. P4(B) = —.



Exercice 17. On considere deux évenements A et B liés a une méme expérience aléatoire
1 1
modélisée par une probabilité P. On sait que P(A) = 3 et P(B) = T Déterminer P(AU B)

dans chacun des cas suivants.

1. A et B sont incompatibles. 2. A et B sont indépendants. 3. B est une partie de A.
Solution.
1. Si A et B sont incompatibles alors AN B = @ donc P(AU B) = P(A) + P(B) i.e
7
P(AUB
( )= 15

2. Si A et B sont indépendants alors P(AN B) = P(A)P(B) donc P(AU B) = P(A) +
P(B) —P(A)P(B) ie. P(AUB) =

[\')\H

3. Si B est une partie de A alors AU B = A donc P(AUB) =P(A) i.e. P(AUB) = -

Exercice 18. Une urne contient 3 boules rouges et 5 boules blanches. On y effectue 4 tirages
avec remise. Pour chaque entier k € {1,2,3,4}, on définit les événements suivants :

e Ry : « on tire une boule rouge au lancer numéro k »

e B, : « on tire une boule blanche au lancer numéro k »
Calculer les probabilités des éveénements suivants :

1. E': « N'obtenir que des boules rouges ». N\

2. F' : « Obtenir au moins une boule blanche », ,\,,»

3. G : « Obtenir exactement une boule blane’@e 5

Solution. \j‘:}

1. Commeils aglt de tirages avec rensﬁée’ les évenements Ry, sont mutuellement indépendants.
3 4
Or, F = ﬂ Ry, donc, par 1ndé‘pendance P(F) = P(R,)P(R2)P(R3)P(Ry) = () =

i=1 8
81
4096
2. L’événement F est « N’obtenir que des boules rouges » c’est-a-dire F' = E. Ainsi,

P(F)=1-P(E) =1-(5) = 0

3. On peut écrire
G=(BiNRyNRsNR)U(RNByNR3NRy)U(RINRyNBsNRy)U(R N RyN R33N By)

Or cette union est disjointe et, par indépendance, chaque évenement de cette union a

babilité égale a — =] donc P(G) =4 x - ) T 1004
une probabilite cgale a o X (8) onc P(G) 8 8 8 (8) 1024

Exercice 19. On dispose d’un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On désigne
par p la probabilité d’obtenir, lors d’un lancer, la face numérotée k.
Ce dé a été pipé de telle sorte que p = 2kl pour tout entier k € [1,6].
1. On lance ce dé une fois et on considere les évenements suivants :
e A : « le nombre obtenu est pair »
e B : «le nombre obtenu est supérieur ou égal a 3 »

e C : « le nombre obtenu est 3 ou 4 ».



C.

Calculer la probabilité de chacun de ces éveénements.

Calculer la probabilité que le nombre obtenu soit supérieur ou égal a 3, sachant qu’il
est pair.

Les évenements A et B sont-ils indépendants 7 Méme question avec A et C?

2. On utilise ce dé pour un jeu. On dispose :

e d’une urne U; contenant une boule blanche et trois boules noires,

e d’une urne Uy contenant deux boules blanches et une boule noire.

Le joueur lance le dé. S’il obtient un nombre pair, il extrait au hasard une boule de 'urne
U, et, sinon, il extrait au hasard une boule de I'urne Us,.

On suppose que les tirages sont équiprobables et le joueur est déclaré gagnant lorsqu’il
tire une boule blanche. On note G cet évenement.

a.
b.

C.

Représenter la situation par un arbre pondéré.
Déterminer la probabilité de I’évenement G.

Le joueur est gagnant. Déterminer la probabilité qu’il ait obtenu un nombre pair lors
du lancer du dé.

Solution.
2 4 6 4
1. a. Sachant que A = {2,4,6}, P(A) = ps + ps + ps = 31 + 21 + — 51 ie. P(A) = = De
3+4 6 6
méme, B = {3,4,5,6} donc P(B) = L{&\L soit P(B) = = et C ={3,4} donc
_3+4. 1 C
P(C .P(C .
b. La probabilité que le nombre obte@}smt supérieur ou égal a 3 sachant qu’il est pair
P(B NA) 446 10
est P(B|A) = P(A) Orvg}ﬂ A ={4,6} donc P(BNA) = 51 = 31 Ainsi,
P
1 %
PB|A)= —OXZSORP% A) = ?
21 4 6

Etant donné que P(B | A) # P(B), les événements A et B ne sont pas indépendants.

4 1 4 4
Par ailleurs, P(A)P(C) = X3 =357 et P(ANC)=P14) = 3 donc P(A)P(C) =
P(A N C) et ainsi les évenements A et C sont indépendants.

. On peut représenter I'expérience par ’arbre suivant.
1
% G
4 A T
7 3 G
4
2
3 3 G
: 8
A \
1 G
3

b. Les événements A et A forment un systéme complet d’événements donc, d’apres

la formule des probabilités totales, P(G) = P(A)P(G | A) + P(A)P(G | A) i.e.
P(G):¢x;+gx§sonp(e):j



c. D’apres le théoreme de Bayes, la probabilité que le joueur ait obtenu un nombre pair
PAP(G|A T
lors du lancer du dé sachant qu’il est gagnant est P(A | G) = ( i) é}) [4) =114

7

1
soit P(A | G) = 3

Exercice 20. Dans une population, on étudie un caractere génétique C. Le caractere C dépend
de deux genes (et deux seulement) g; et go. Chaque gene peut-étre normal ou muté. Si au moins
un des deux genes g; ou g9 est normal alors le caractere C est normal. Si les deux geénes sont
mutés alors le caractére C est anormal. On sait que, dans la population, 5% des personnes ont
un gene g; muté et 1% des personnes ont un géne g, muté. On suppose de plus que le fait d’étre
normal ou muté pour un gene est indépendant de 1’état de 'autre gene.

Déterminer la probabilité qu’'une personne prise au hasard dans la population présente un
caractere C normal. (On prendre soin de bien rédiger sa réponse en introduisant notamment les
évenements nécessaires a la rédaction. )

Solution. Considérons les évenements A : « I'individu possede un gene g; normal » et B :
« I'individu possede un gene g normal ». On cherche la probabilité que l'individu possede au
moins un gene normal i.e. P(AU B). Or, on fait 'hypotheése que les évenements A et B sont
indépendants donc P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A)P(B). D’apres 1'énoncé, P(A) = 0,99 et
P(B) = 0,95 donc P(AU B) = 0,99 + 0,95 — 0,99 x 0,95 soit P(A U B) = 0,9995. Ainsi, la
probabilité qu'un individu choisit au hasard ait un caractere C normal est 0,9995.
Exercice 21. Un couple a deux enfants. On suppose qug,kes sexes des enfants sont indépendants
et équiprobables et on considere les événements : N\
e Fy : «le premier enfant est une fille » ?.}
o [y : «le deuxieme enfant est une fille »&:2;\
1. Quelle est la probabilité que les de nfants soient des filles 7

2. Sachant que I’'ainé des deux enf@ﬁts est une fille, quelle est la probabilité que les deux
enfants soient des filles ? <

3. Sachant que I'un des deux enfants est une fille, quelle est la probabilité que les deux
enfants soient des filles ?

Solution.

1. Comme on suppose les évenements Fi et F, indépendants, la probabilité que les deux
enfants soient des filles est P(F; N Fy) = P(F1)P(Fy). Or, on suppose que les sexes sont
1

1 1 1
équiprobables donc P(Fy) = P(F,) = 3" Ainsi, P(F1 N F) = 3X5=71
P(FNFNE)

2. On cherche P(Fl N F2 | Fl) = P(F) . OI‘, F1 N F2 N F1 = F1 ﬂFQ dOIlC7 par
1
indépendance,
P(FiNE) P(F)P(R) 1
P(FiNF,| Fy) = = —P(F,) = —.
BB R) = =505, P(F) ) =5
P((f1 N Fy) N (Fy U FE
3. On cherche P(FlmFQ | F1 UFQ) = (( ! 2> ( ! 2)) OI‘, (F1 ﬂFQ)ﬂ(Fl UFQ) =
P(F U )

FiNFEycar F1NEFy, C FiUFE,. De plus,
1

P<F1 U FQ) = P(F1) + P(F2) — P(F1 N Fg) = 5

=
I

+1
2
donc

1
P(RNF | FUFR) =4 =g

I



Exercice 22. Une urne contient 2 boules noires, 3 boules blanches et 1 boule jaune. On dispose
d’une cagnotte initiale de 0 euro et on effectue des tirages avec remise dans 'urne. A chaque
tirage,

— si on tire une boule jaune, on ajoute un euro a la cagnotte;

— si on tire une boule blanche, on garde la méme cagnotte ;

— si on tire une boule noire, I'argent de la cagnotte est perdu et elle revient a 0 euro.
Pour tout k£ € N*, on considere I’évéenement N, (resp. By, resp. Ji) qui est réalisé lorsqu’on tire
une boule noire (resp. blanche, resp. jaune) au k-iéme tirage. On considére également ’événement
Zy » « a lissue du k-ieme tirage, la cagnotte est de 0 euros ».

1. Pour tout k € N*, déterminer P(NVy), P(By) et P(Jy).
2. Calculer P(Z;).
3. a. Déterminer les valeurs de Py, (Zs) et Py, (Zs).
b. Montrer que Pp,(Z2) = Pg,(Z;) et en déduire la valeur de Pp,(Z5).
c. Calculer P(Z,).
4. Soit k € N*. En utilisant le systéme complet d’évenements (Ngi1, Bri1, Jrr1) et en

procédant comme a la question précédente, démontrer que :

1 1

2
5. Pour tout k£ € N*, on pose u, = P(Z;) — 3 \{\
'\

a. Démontrer que (uy) est une suite géométr@é dont on précisera la raison et le premier

terme u;. 2{\
b. En déduire, pour tout k € N*, un\:&p,ression de wuy, puis de P(Z}), en fonction de k.
O
Solution. 20

%
1. Comme il y a équiprobabilité d64 tirages et qu’il y a remise, pour tout k € N*, P(Ny) =

2 1 3 1 1
63 PP =g =5t PU =5
1 1 5
2. 7y = Ny U By et cette union est disjointe donc P(Z;) = P(Ny) + P(B;) = 3t %

3. a. Sion a tire une boule noire au deuxieme tirage, la cagnotte revient a 0 donc Py, (Z) =
1. Si on tire une boule jaune au deuxieme tirage, on ajoute 1 euro a la cagnotte donc
celle-ci contient au moins 1 euro et donc P, (Z) = 0.

b. L’évenement (By N Zy) est réalisé si et seulement si la cagnotte est vide avant le
deuxieme tirage et on tire une boule blanche au deuxieme tirage donc (B N Zy) =
(B2 N Zy). On en déduit que P(By N Zy) = P(By N Z;) donc, en divisant par P(Zs),
on conclut que Pg,(Z;) = Pp,(Z1). Or, le montant de la cagnotte apres le premier

3
tirage est indépendant du résultat du second tirage donc Pp,(Z;) = P(Z;) = 8 donc

5
PBQ(ZQ) — 6
c. Comme (N, By, Jo) est un systéme complet d’évenements, par la formule de probabi-

lités totales,

P(Z3) = P(N2)Pn,(Z2) + P(B2)Pp,(Z2) + P(J2)P 1, (Z2)

_1X1+1X5+1X0_3
3 276 6 4



4. En raisonnant comme précédemment, Py, . (Zj41) = 1, P, (Z341) = 0 et on a I'égalité
(Bk-+1 N ZkJrl) = (Bk+1 N Zk> donc PB;C+1 (Zk+1) = PBk+1 (Zk) = P(Zk) car Zk est indé-
pendant de By1. Ainsi, comme (Ngy1, Bri1, Jr11) est un systéeme complet d’évenements,
par la formule de probabilités totales,

P(Zi1) = P(Ni11)Pry iy (Zii1) + P(Bri1)P g, (Zii1) + P(Ji1) Py, (Ziir)

1 1 1
=—-x14+-xP(Z - x0
3515 (k)+6

1
donc P(Zy41) = §P(Zk) + =

5. a. Soit k € N*. Alors,

2 1 1 2 1 1 1 2 1
=P(Z --=-PZ ——=—=-P(Zy)— == |P(Zy) —z| ==
et = P(Zeyt) = 5 = 5P(Z) + 5 — 5 = 5P(Z) — 5 = 5 [P - 5| = 5

RSP . 1 . 5 2 1
donc (ug) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme u; = 6 3 %

1 /1\F! 1
b. On en déduit que, pour tout /1<: € N*,2uk =35 <2> = Sx g1 et donc, comme

2
P(Z,) = - PZ,)= ——+-.
( k) 'U/k+ ) ( k) 2X6k;_1 +3

3

Exercice 23. Une maladie rare touche une personne sur un million. On dispose d’un test de
dépistage de cette maladie qui est positif chez 99,9 s&es malades mais aussi chez 1 % des
personnes qui ne sont pas malades. On choisit un individu au hasard, on lui fait subir le test et
on considere les évenements 7' : « le test est D %{‘{ » et M : « I'individu est malade ».

1. Donner les valeurs de P(M), P(T | ]\Q} T|M).
2. Calculer la probabilité que le test@@’t positif.
3. Si le test est positif, quelle est{%y probablhte que l'individu soit malade ?

Solution.
1. Diapres Vénoncé, P(M) = ——, P(T | M) = —22 ot P(T | M) = —
. r non = .
P ’ 106° 1000 100
2. Comme (M, M) est un systéme complet d’événements, d’apres la formule des probabilités

totales,

P(T) = POM)P(T | M) + P(IP(T | 1) = 105 x o+ (1- 10 ) x oo

106 ™ 1000 106 00
_1+1<999_1)_104+1 989 10000989
~ 100 106 \1000 100/ ~ 105 " 106 1000 10°
3. D’apres le théoreme de Bayes,
P(M | T) — P(M)P(T | M) _ 56 ¥ 3506 _ 999 1
P(T) 10000989~ 10000989 10011°

Ainsi, si le test est positif, la probabilité que la personne soit effectivement malade n’est
que d’environ 0,1%.

Exercice 24. Chaque individu d’une espece animale a au cours de sa vie 0, 1 ou 2 enfants,

11 1
avec les probabilités respectives — 55 et 6 On suppose que les nombres d’enfants des différents

individus sont indépendants.



1. Si un individu a 1 enfant, calculer la probabilité qu’il n’ait pas de petits-enfants.
2. Si un individu a 2 enfants, calculer la probabilité qu’il n’ait pas de petits-enfants.

3. En déduire la probabilité qu’un individu choisi au hasard n’ait pas de petits-enfants.

Solution.

1. Si un individu a un enfant, la probabilité qu’il n’ait pas de petits-enfants est égale a la

probabilité que son unique enfant n’ait pas lui-méme d’enfants i.e. 3

2. Si un individu a deux enfants, notons E; : « son premier enfant n’a pas d’enfants » et
E5 : « son second enfant n’a pas d’enfants ». Alors, la probabilité que cet individu n’ait
pas de petits-enfants est P(E; N Ey). Or, par hypothese, F; et Ey sont indépendants

1 1
donc P(El N Eg) = P(El)P<E2) = g X § = §

3. Considérons les évenements A : « I'individu n’a pas d’enfant », B : « I'individu a 1 enfant »
et C : « I'individu a 2 enfants » et D : « 'individu n’a pas de petits-enfants ». Comme
(A, B,C) est un systeme complet d’évenements, d’apres le formule de probabilités totales,

P(D) =P(A)P(D | A) +P(B)P(D | B) + P(A)P(D | B).

Or, si un individu n’a pas d’enfants alors il n’a pas de petits enfants donc P(D | A) = 1.

On déduit alors des questions précédentes que

| I 1.0 1 1

P(D) == x1+2x - x—=—.

(D) =3 R R T
O

v\‘
Exercice 25. Un boite rectangulaire est sépar@;\en deux compartiments appelés A et B. Une

ouverture permet de passer d'un compartimenf+a l’autre. Un rat est placé dans le compartiment

A a linstant 0 de I'expérience et on obsq,gﬁ@ sa position a chaque seconde suivante. La position

du rat est aléatoire et, apres observai

trouve a une seconde donnée influe sur celui dans lequel il sera a la seconde suivante :

— si le rat est en A, il a une probabilité 3 d’y rester et 3 de passer en B ;

1 1
— si le rat est en B, il a une probabilité 5 d’y rester et 5 de passer en A.

Pour tout n € N, on considere les événements suivants :

— A, : « ala n-iéme seconde, le rat se trouve dans le compartiment A »,
— B, : « a la n-ieme seconde, le rat se trouve dans le compartiment B »,

et on note a,, = P(4,) et b, = P(B,). On a donc ag = 1 et by = 0.

1. Calculer a; et b;.
2. Déterminer P(Ay | A;) et P(Ay | By) puis en déduire as.
3. Soit n € N.

a. Calculer P(A,11 | An) et P(A,41 | Bn).

N 1 1
b. A T'aide de la formule des probabilités totales, en déduire que a,,1 = gan + ibn'
1
c. Démontrer de méme que b, 1 = §an + §bn.

4. Pour tout n € N, on considére la matrice X,, = (Z”) e My (R).

a. Déterminer une matrice M € My(R) telle que X,,,1 = M X,, pour tout n € N.

b. Démontrer par récurrence que X,, = M"™ X, pour tout n € N.

; il semble que le compartiment dans lequel le rat se



) ) -1 3
5. Soit la matrice P = < 1 4>.

a. Démontrer que P est inversible et calculer P71,
b. Calculer la matrice D = P~'MP.
c. Exprimer M en fonction de D, P et P71
d. Démontrer par récurrence que M™ = PD"P~! pour tout n € N.
6. En utilisant les questions précédentes, déterminer des expressions de a,, et b, en fonction
de n.
Solution.
1. Comme I’évenement Ag est un évenement certain, A; = A; N Ag et, par conséquent,
1
a; =P(A1NAy) =P(A)P(A; | Ap) =1 X 3 donc a; = 3
2
De méme, bl = P(Bl N AU) = P(Ao)P(Bl ’ Ao) =1x g donc bl = -
1 1 .
2. D’apres I'énoncé, P(Ay | Ay) = 3 et P(Ay | By) = 3 Etant donné que (Aj, By) est un

systeme complet d’évéenements, la formule de probabilités totales permet d’affirmer que

1 1 2 1
[ P(AQ) = P(Al)P<A2 ‘ Al) —+ P(Bl)P(A2 ’ Bl) — g X § + g % 5
. 4
ie as = —.
o ) AN
A 1:'\\ 1
3. a. Comme précédemment, P(A, 41 | A,) = §}é} P(An1 | By) = 5

b. Etant donné que (A,, B,) est un, g z&%me complet d’évenements, la formule de
probabilités totales permet d’ afﬁr que

OV 1 1
tnr = P(Anin) = PAREL | A42) +P(BIP(Arey | Br) = x5 b x 5
1 '4
donc a1 = gan + §b”'
c. Par le méme raisonnement,

2 1
bn+1 - P(Bn+1> - P(An>P(Bn+1 ‘ An) + P(Bn)P<Bn+1 ’ Bn> = Qp, X g + b'n, X 5

donc b, = gan + §bn.

4. a. Soit n € N. Alors,
G, La, + tb,
X = | ") = : 2 =
anrl gan + §bn

b. Considérons, pour tout n € N, la proposition H, : « X,, = M" X, ».
o Initialisation. M°X, = ,X, = X, donc H, est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que H,, est vraie. Alors, grace a la question
précédente, X1 = MX, et, comme H, est vraie, X,, = M"X, donc X1 =
M(M"Xy) = (MM™) Xy = M" ' X,. Ainsi, H,; est vraie.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N,
X, = M"X,.

W wl—

en posant M = (

LIN o=
N |— N+



1 _
5. a. det(P) = (—1)x4—1x3=—T%0donc P est inversible et P~ = — ( 4 3) —

-1 -1
1(-4 3
7\1 1)

Wb Wl
[ I N

~1 9
_ 6
donc D < 0 1).

c. Comme D =P 'MP, M = PDP~ !
d. Considérons, pour tout n € N, la proposition Q,, : « M™ = PD"P~!,
e Initialisation. M° = I, et PD'P~! = PLP~' = PP~! = [, donc Q est vraie.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que @, est vraie. Alors, grace a la question
précédente, M = PDP~! et, comme Q,, est vraie, M™ = PD"P~! donc

M = MM" = (PDP ') (PD"P™') = PD(P 'P)D"P~' = PDI,D"P™!
= PDD"P~! = pp"ttpt

donc ), est vraie.

e Conclusion. Par le principe de recurl@;\e on conclut que, pour tout n € N,
M™ = PD"P~1, \.}
_1\n _1\n

6. Comme D est diagonale, pour tout n%@, D" = (=5) (L = (=g)" 0 . De plus,

\ 0 1 0 1

a 1 »
X = <b0> = <0> donc, grace al}%}questions 4.b. et 5.d., pour tout n € N,
0

3
"4

o= (95 )6
(9 (D)6 )
()

Or, pour tout n € N, X, = <Z”> donc on conclut que

4 I\N" 3 4 1I\N" 4

[N

1
7
1
7



